
CHAPITRE VIII

1 - Définition

Ici, les choses se compliquent car nous ne pouvons représenter graphiquement des fonctions de 3 variables : il faudrait
pouvoir travailler en dimension 4...

Retenons malgré tout quelques idées intuitives. DS Une intégrale simple se définit sur un segment (de dimension 1),
une intégrale double sur un domaine plan (de dimension 2), alors on devine qu’une intégrale triple sera définie sur un
domaine d’un espace de dimension 3.

Cette fois donc, nous allons diviser le domaine V en petits pavés droits de dimension ∆xi , ∆y j et ∆zk et considérer un
point de ce pavé de coordonnées (αi ,β j ,γk ).

Pour des ∆xi , ∆y j et Del t azk suffisamment petits et des fonctions f suffisamment régulières, la somme

n
∑

i=1

p
∑

j=1

r
∑

k=1
f (αi ,β j ,γk )×∆xi ×∆y j ×∆zk

converge vers un réel qu’on appelle intégrale triple de f sur le domaine V et qu’on note

∫ ∫ ∫

V

f (x, y, z) dx dy dz

2 - Calcul pratique

On utilisera les mêmes techniques que pour l’intégrale double ... et quelques nouvelles

• Sur un parall l pip de

Si V = [a ; b]× [c ; d]× [e ; h], alors
∫ ∫ ∫

V

f (x, y, z) dx dy dz =

∫ b

a

(∫ d

c

(∫ h

e
f (x, y, z) dz

)

dy

)

dx

L Exercice 1

Calculez I =
∫ ∫ ∫

V

zx2

1+ x2
dx dy dz avec V = [−1 ; 1]× [0 ; 3]× [1 ; 5].

L Exercice 2

Calculez J =
∫ ∫ ∫

V

x y z dx dy dz avec

1. V l’intérieur du tétraèdre limité par les plans d’équations x = 0, y = 0, z = 0, x + y + z = 1.

2. V =
{

(x, y, z) ∈R
3 |0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1− x, 0 6 z 6 1− x − y

}



2 Huitième Aventure - Intégrales triples

• Sur un volume à « bords » parallèles à (xOy)

Si le domaine V est compris entre les cotes a et b et si les sections « horizontales » de V ont une surface S(z) calculable
en fonction de la cote z, alors

∫ ∫ ∫

V

f (x, y, z) dx dy dz =

∫ b

a
S(z) dz

L Exercice 3

Calculez le volume de la portion du solide d’équation z = x2 + y2 située entre le cotes z = 1 et z = 3.

L Exercice 4

On considère la boule de centre O et de rayon 1.

1. On coupe la boule par un plan d’équation z = a avec 0 6 a 6 1. Calculez le rayon du disque d’intersection en fonction
de a.

2. Calculez alors le volume de la portion de boule située entre les plans d’équations z = 0 et z = 1/2.

• Passage en coordonnées cylindriques

Le passage en coordonnées cylindriques est défini par























x = r cosθ

y = r sinθ

z = z

avec θ ∈ [0,2π] et r > 0.

On admettra que la formule suivante

Théorème 1 ntégrales triples en coordonnées cylindriques

∫ ∫ ∫

V

f (x, y, z) dx dy dz =

∫ ∫ ∫

V
g (r,θ, z)r dr dθdz

L Exercice 5

Calculez I =
∫ ∫ ∫

V

z2 dx dy dz avec

1. V =
{

(x, y, z) ∈R
3 |x2 + y2 6 9, 0 6 z 6 4

}

2. V =
{

(x, y, z) ∈R
3 |x2 + y2 6 z 6 4

}

• Passage en coordonnées sphériques

Le passage en coordonnées cylindriques est défini par























x = r cosϕcosθ

y = r cosϕsinθ

z = r sinϕ

avec θ ∈ [0,2π], ϕ ∈
[

−π/2,π/2
]

et r > 0.

On admettra que la formule suivante
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- Calcul du moment d’inertie d’un solide 3

Théorème 2 ntégrales triples en coordonnées sphériques

∫ ∫ ∫

V

f (x, y, z) dx dy dz =

∫ ∫ ∫

V
h(r,θ,ϕ)r 2 cosϕdr dθdz

L Exercice 6

Calculez le volume d’une sphère de centre O et de rayon R.

L Exercice 7

Calculez I =
∫ ∫ ∫

V

1
√

x2 + y2 + z2
dx dy dz avec VR =

{

(x, y, z) ∈R
3 |r 2 6 x2 + y2 + z2 6 R2

}

L Exercice 8

Calculez I =
∫ ∫ ∫

V

√

1− (x2 + y2 + z2) dx dy dz

3 - Calcul du moment d’inertie d’un solide

Définition 1 Moment d’inertie par rapport à (xOy)

Si f (x, y, z) est la masse volumique du point de coordonnées (x, y, z) du solide défini par le domaine V , alors

∫ ∫ ∫

V

z2 f (x, y, z) dx dy dz

est le moment d’inertie par rapport au plan (xOy)

On obtient des définitions analogues pour les autres plans de coordonnées.

Pour obtenir le moment d’inertie par rapport à l’axe (Oy), on fait la somme des moments par rapport à (xOy) et zOy).

Pour obtenir le moment d’inertie par rapport à O, on fait la somme des moments par rapport à aux trois axes de coor-
données.

Exemple Quel est le moment d’inertie d’une boule de centre O et de rayon R par rapport à (xOy) ?

I =
∫ ∫

V

z2 dx dy dz

On peut passer en coordonnées cylindriques ou rester en cartésiennes. On modélise la boule en la « découpant »
selon des plans parallèles à (xOy) de cote z. On obtient des disques de rayon r avec r 2 = R2−z2 et donc de surface
S(z) =π(R2 − z2).

Alors I =
∫ R

−R
z2S(z) dz =

4πR5

15
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4 Huitième Aventure - Intégrales triples

L Exercice 9

Démontrer que le moment d’inertie par rapport à l’axe de révolution d’un cylindre creux de rayon intérieur r et extérieur

R est égal à
πh

2
(R4

− r 4).

L Exercice 10

Démontrer que le moment d’inertie par rapport au plan de la base d’un cylindre de rayon R et de hauteur h est égal à
πR2h3

3
.

L Exercice 11

Déterminer les moments d’inertie d’un cube par rapport à une face, une arête, un sommet, au centre d’inertie. Vérifier

que IG =
1

4
IO, IOx =

2

3
IO, IxOy =

1

3
IO.
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