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Espaces vectoriels

de

dimension finie

1. Les espaces vectoriels suivants sont-ils de dimension finie ? Si oui, en déterminer une base.
Fi={(z,y,2) €C®, z+y+z=0et z+iy—2z=0}

)
(b) F> = (P € Bs[X], (X — 2)|P)
(c) F3={f R, &) =0}
(d) Fu={feR", f"=~f}
() Fs = {f €R* /3(P,Q) € (Ry[X])® , ¥z € R, f(z) = P(x)e" + Qz)e ™}
(f) Fs = {(u,) € KN, limu, =0}

2. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et H; et Hy deux hyperplans de E. Quelles peuvent étre
les différentes valeurs possibles de dim(H; N Hy).

3. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie, et F' et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que
dim(F) + dim(G) > dim(F). Montrer que F et G ont au moins un vecteur non nul en commun.

4. Dans chacun des deux cas suivants, déterminer le rang de la famille # = (u;) :

a)ur = (1;0;1) up = (0;1;1) uz = (1;1;0)
b)uy = (1;1;0;0) us = (1;—-1;1;0) uz = (2;0;1;1) ug = (0;—-2;1;—-1)

5. On désigne par F le R-espace vectoriel des applications de classe €™ sur R et pour k € [0,n], on considére
'application f;, de E définie par : Vo € R, fi(z) = 2Fe .

n
(a) Montrer que F' = {f cE/ Z (Z) f® =0 E} est un sous-espace vectoriel de F.
k=0

(b) Montrer que la famille (fo, f1,..., fn_1) engendre F'.
On pourra utiliser la formule de Leibniz.

(¢) En déduire une base de F.
6. Soient n € N* et a € R et F' 'ensemble défini par : F' = {P € R,[X]/ P(a) = 0}.
(a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R,,[X].

(b) Déterminer une base et la dimension de F'.

7. Soit F = {P € R3[X] /(X —1)?|P}.
(a) Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de Rz[X].
(b) Déterminer une base de F'.

(¢) Trouver un supplémentaire de F' dans R3[X].

8. Soient E un espace vectoriel de dimension 3 et f € Z(FE) telle que : f # 0 et f2 =0.
(a) Etablir que Im(f) C Ker(f).
(b) Montrer que dim(Im(f)) & {0,3}.
(c¢) En déduire le rang de f et la dimension de Ker(f).
9. On considére 3n réels x1 < x5 < ... < Ty et (Y1,-.+,Yn, 21, -, 2n). Démontrer qu’il existe un unique
polynome P € Rg,_1[X] tel que :
Vi€ [1,n], P(z;) = yi et P'(z;) = 2

Décrire géométriquement 'intérét de cette construction.



