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Correction des exercices de convergence

Exercice 1

a M,(£2) C [0,1] donc F)y, est constante égale & 0 sur | — 0o0,0[, et constante égale a 1 sur |1, +oo].
[Mn <t = [Xl < t] NN [Xn < t], donc par indépendance de Xi,...,X,,
P(M, <t)=P(X; <t) x-x P(X, <t) doncsit € [0,1], Fa,(t) =t
0 sit<O
Fa, () =4 t" sio<t<1
1 sit>1
Y. (Q) C [0,n] donc Fy, est constante égale a 0 sur | — oo, 0], et constante égale a 1 sur |n,+ool.
[V, <t]=[M,>1-1] doncsite[0,n], P(Y,<t)=1-(1-1L)"
0 sit<0
t n
Fy (t) = 1—(1—> siog<t<n
n
1 sit>n

t\" t\" t
bSoitt}():pourn}tonaP(Yngt)1(1) ;orln(l) nln(l)wt.Donc
n

n n noo
lim P(Yn < t) =1-—e"t.

n—-+oo
(Y,,) converge en loi vers une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de paramétre 1.

Exercice 2

Chaque employé téléphone 10 minutes par heure, soit 1/10 du temps passé au travail en moyenne. Donc la
probabilité qu’a un instant donné un employé téléphone est de 1/10. Chaque personne agit indépendamment
des autres donc le nombre X de personnes qui téléphonent (ou souhaitent le faire) & un instant donné suit une
loi bindmiale de paramétres 300 et 1/10.

On a donc E(X) =30 et V(X) = 27 ou encore o(X) = 3/3.

Soit n le nombre de lignes téléphoniques ; elles sont toutes occupées si X > n (si X > n, certaines personnes
qui le souhaitent ne pewvent pas téléphoner). On doit donc déterminer la valeur minimale de n pour laquelle

P([X > n]) < 0,025.
On peut utiliser I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev ou une approximation par une loi normale :

Bienaymé-Tchebychev

X —-EX
7() est une variable centrée réduite (espérance égale a 0, écart type égal a 1), donc

g
p<\X—E<X>!>€ L
o &2
X — E(X)

g

X — E(X)

En considérant que P (
g

=€ etP(

0,025
2

>/ 20} = [X >30+3v3x 20], donc n est au minimum égal a 54.

< —8) sont quasiment égaux (ce qui est une

c’est a dire ¢ > v/20.

approximation), il suffit de prendre — <
€
{X — 30
33

Loi normale

On approxime une loi bindmiale %(300, 1—10) par une loi normale .#(30,27) (27 est la variance o?).

X - FE(X
P ( # > s) est & peu prés égal & 1 — ® (¢), donc il suffit de prendre € tel que ® (¢) > 1—0,025.
o

Or®(1,96) ~ 0,975 donc 'événement [X > 30 + (1,96 x 3 \/§)] a une probabilité inférieure ou égale a
0,025 ce qui donne n > 41.

Remarque : L’approximation par la loi normale est bien plus précise qu’avec I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev
et la valeur trouvée pour n est nettement inférieure ; ce n’est pas surprenant car cette inégalité est valable
quelle que soit la loi (& condition que la variance existe toutefois).



Exercice 3

Les lancers sont supposés indépendants, le dé normal donc la probabilité d’obtenir 6 pour un lancer quelconque

1
est de ¢ et le nombre X de pile obtenus suit une loi binémiale % (9 000, 6) (E(X) = 1500, V(X) = 1250
d’on ox =252

V(X
* Par l'inégalité de Bienaymé Tchebychev, on a P (|X — E(X)| > ¢) < iQ ), d’on avec £ = 100,
12
P (]X —1500] > 100) < 107050% = 0,125, donc la probabilité cherchée est supérieure ou égale a 0, 875.

* En approximant la loi de X par une loi normale de paramétres 1500 et 1250, on obtient :

X —1500] _ 100 )
P < :@(2&)-@(—2\/5)20,9954.
< 252 252

Exercice 4 .
Le nombre de fautes d’orthographe X suit une loi £ (200, 500), donc d’espérance 0,4 et de variance 0,0 998.
On peut approximer cette loi par une loi de Poisson de paramétre 0, 4.

(0,4)
k!

5
Donce P(X <5) ~e %% )" ~ 0,999 996
k=0

Exercice 5

6_10 10k
K
P([X=Fk)  k+1
P([X=k+1]) 10
remarquer que les probabilités sont égales pour £k = 10 et k = 11.

T
b 1l s'agit de calculer P([7 < X < 12]) qui vaut » —
k=7

X < 2(10) donc pour k € N, P([X =k]) =

a Pour k € N, le rapport , donc P( [X = K] ) croit pour k < 11 et décroit ensuite;

~ 0, 66.

¢ Sil’on considére que le déclassement d’un ceuf est indépendant de celui des autres, Y — ZB(N, %).

d (i) E(Ya000) = 120 et V(Ya000) = 120 x 0,97 = 116, 4 donc la loi de Y peut étre approchée par une loi
normale de parameétres 120 et 116, 4.

(z—120)

1
~ /238 P (’ 2328

Donc une densité de cette loi approchée est pour z € R, f(x) ), et la fonction

de répartition F(z) = / f(¢)de.

(ii) ¢'(z) = f(z + h) — f(z — h) s’annule pour x = 120 (exp (—%) et exp (—%) sont
égaux) et p est maximale pour z = 120, donc b — a étant fixé, la probabilité cherchée (plus exactement
une valeur approchée de cette probabilité, obtenue en utilisant la loi normale) sera maximale si le segment
[a,b] est centré en 120, c’est a dire a + b = 240 (on peut poser a = 120 — h et b = 120 + h, avec h > 0
égal & la moitié de amplitude de Uintervalle).

(iii) Notons Z la variable aléatoire qui approxime Yy, (Z — A47(120; 116,4); la probabilité d’avoir

a < Z < best donnée par : P([a < Z <b]) = P([f/ﬁléa < \2/1’116272 < \17/1116221} ).

La probabilité est maximale si b — a est donné, revient & dire que la probabilité étant fixée (& 0,95 ici)
Pamplitude est minimale ; ainsi l'intervalle [a, b] cherché est tel que a + b = 240, donc avec a = 120 — h

et b =120 + h, on obtient : P( [\/1_1% = < 51_11622 < \/1?64]) >0,95.

suit une loi normale centrée réduite, d’ot

Z—120
Or V1164

~h  _Z-120 _ h h B .
P S Vs < v ¢<m> ¢(m) 2¢(m> ~1>0,9.

h h
10) (11674) > 0,975 ce qui, en consultant la table, donne 6.1 > 1,96 donc h > 21,4.

L’amplitude minimale de I'intervalle est égale & 42,8; [a,b] = [98,6; 141, 4] est U'intervalle cherché.



Exercice 6

a Zyz — B(n,F(x)), donc E(Zy,,) =nF(z) et V(Z,,) =nF(z) (1- F(z)).
La fonction v — wu (1 — u) définie sur [0,1] admet un maximum égal a %, atteint pour u = %, donc

n
Z’n x < -
V(Zna) < 5
N : ) V(Tn.z)
b L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne P(|Tn,z — F(x)’ > s) < 52’ .

V(Zn,x r ..
Or V(T,.) = % < —; ainsi P(|Tn «— F(2)] > 5) < tend vers 0 & ¢ fixé lorsque n tend
R n 4n ’ 4ne?
vers 'infini.
Exercice 7
a Sy, suit une loi de Poisson de paramétre n (cours).
ot
b P(Sn gn) =e Z?
k=0
Sy, —n

¢ E(S,) =V(Sy) = n. D’apreés le théoréme de la limite centrée, converge en loi vers une loi normale
1 L |
):Q.DOHC lim e ;ﬁzi

n—-+oo

Sp—n
7

centrée réduite. lim P(Sn < n) = lim P

n—-+oo n—-+o0o



